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1 (1 балл). Найдите асимптотику для Cn
7n.

2 (1 балл). Найдите константу γ в записи Cn
5n = (γ + o(1))n.

3. Найдите формулу n-го члена для последовательностей, заданных условиями
а) (1 балл) a0 = 0, a1 = 1, an+2 = 2an+1 + an;
б) (1 балл) a0 = 0, a1 = 1, an+2 = 2an+1 + an + n.
4 (1 балл). Найдите формулу n-го члена для последовательности, заданной условием a0 = 0,

a1 = 3, a2 = 11, an+3 = 3an+2 + 2an+1 − 6an.
5. Вычислите суммы
а) (1 балл) C1

n + 22C2
n + 32C3

n + · · · + n2Cn
n ;

б) (1 балл) sin x + 2 sin 2x + 3 sin 3x + · · · + n sin nx.
6 (2 балла). Даны натуральные числа ` и m. Обозначим через an число неупорядоченных

решений уравнения x1+x2+x3+ · · ·+xp = n, если все неизвестные удовлетворяют неравенству
0 6 ` 6 xk 6 m. Найдите производящую функцию для последовательности {an}.

6’ (3 балла). Докажите, что число разбиений n, в которых могут повторяться только нечет-
ные части, равно числу разбиений n, в которых нет части, встречающейся более чем три раза.

7 (2 балла). Нарисуем треугольник Паскаля и выровняем его по левому краю. Чему равна
сумма чисел на n-й восходящей диагонали?

8 (2 балла). Докажите, что число плоских бинарных деревьев с n + 1 листьями (висячи-
ми вершинами) равно cn (n-ое число Каталана). Бинарным называется дерево с выделенной
вершиной (корнем) степени 2, все остальные вершины которого имеют степень 1 или 3 (на
рисунке все плоские бинарные деревья с четырьмя листьями).

Óãîëîê îëèìïèàäîôèëà 33. (Åùå íåñêîëüêî èíòåðïðåòàöèé) Äîêàæèòå (ïî âîçìîæíîñòèïîñòðîèâ áèåêöèè), ÷òî â êàæäîì èç ýòèõ ìíîæåñòâ cn ýëåìåíòîâ.(a) Ïëîñêèå êîðíåâûå äâîè÷íûå äåðåâüÿ (ó êàæäîé âåðøèíû íå áî-ëåå äâóõ ñûíîâåé [�ïðàâûé� èëè �ëåâûé�] è îäèí ïðåäîê [êðîìåêîðíÿ, ó êîòîðîãî íåò ïðåäêîâ]) ñ n âåðøèíàìè(b) Ïëîñêèå êîðíåâûå ñòðîãî äâîè÷íûå äåðåâüÿ (ó êàæäîé âåðøè-íû ëèáî äâà ñûíà, ëèáî íè îäíîãî [è òîãäà ýòî ïî îïðåäåëåíèþëèñò]) ñ n + 1 ëèñòüÿìè(c) Ïëîñêèå êîðíåâûå äåðåâüÿ ñ n + 1 âåðøèíàìè(d) Ïàðàëëåëîìèíî (ïàðû ïóòåé íà êëåò÷àòîé áóìàãå ñ íà÷àëîìâ òî÷êå (0, 0) è êîíöîì â îäíîé è òîé æå òî÷êå, èäóùèõ òîëüêîââåðõ è âïðàâî è íå èìåþùèõ îáùèõ òî÷åê, êðîìå íà÷àëà èêîíöà) ïåðèìåòðà 2n + 2

4 ×èñëà Êàòàëàíà(e1) Ïóòè ïî ëèíèÿì êëåò÷àòîé áóìàãè èç òî÷êè (0, 0) â òî÷êó
(n + 1, n + 1), èäóùèå òîëüêî âïðàâî èëè ââåðõ, íå ïîäíèìàþ-ùèåñÿ âûøå ïðÿìîé y = x è òàêèå, ÷òî ëþáàÿ âåðòèêàëüíàÿñòîðîíà ñ êîíöîì íà ýòîé ïðÿìîé èìååò íå÷åòíóþ äëèíó(e2) Ïëîñêèå êîðíåâûå äåðåâüÿ ñ n + 2 âåðøèíàìè, òàêèå ÷òî äëÿëþáîãî ïîääåðåâà êîðíÿ �ñàìûé ïðàâûé ïóòü� èç êîðíÿ ýòîãîïîääåðåâà (â êàæäîé âåðøèíå âûáèðàþùèé ñàìîå ïðàâîå ðåáðîâíèç) èìååò ÷åòíóþ äëèíó

(f) Ïóòè èç òî÷êè (0, 0) â òî÷êó (n − 1, n − 1), èäóùèå âïðàâî,ââåðõ èëè ïî äèàãîíàëè âïðàâî ââåðõ, íå ïîäíèìàþùèåñÿ âûøåïðÿìîé y = x è òàêèå, ÷òî èäòè ïî äèàãîíàëè ìîæíî òîëüêîâäîëü ïðÿìîé y = x(g) Ñïîñîáû ñîåäèíèòü n+1 òî÷åê íà ïðÿìîé n íåïåðåñåêàþùèìèñÿäóãàìè òàê, ÷òîáû íå áûëî öèêëîâ è èç êàæäîé òî÷êè äóãèâûõîäèëè òîëüêî âëåâî èëè òîëüêî âïðàâî
9 (2 балла). Найти наибольшее возможное количество ребер в графе с n вершинами, если

известно, что среди произвольных трех его вершин есть две, не соединенные ребром.
10 (3 балла). Для произвольных натуральных чисел m и n обозначим через R(m, n) такое

наименьшее число k, что в произвольном графе с k вершинами найдется либо m попарно
соединенных ребрами вершин, либо n попарно несоединенных. Докажите, что

R(m, n) 6 R(m − 1, n) + R(m, n − 1).

11 (1 балл). В связном графе все вершины имеют степень 100. Докажите, что после удале-
ния любого из его ребер он остается связным.

12 (2 балла). Ребро графа называется мостом, если после его удаления количество компо-
нент связности графа увеличивается. Докажите, что граф является лесом если и только если
любое его ребро — мост.

13. а) (1 балл) Докажите, что в графе с более чем одной вершиной есть две вершины
одинаковой степени.

б) (3 балла) Все n Петиных одноклассников имеют по различному числу друзей в этом
классе. Сколько из них дружат с Петей?

14 (2 балла). В графе для любых двух вершин A и B, имеющих одинаковую степень, нет
вершины, смежной и с A, и с B. Докажите, что в графе есть висчая вершина.

15 (1 балл). Докажите, что граф K5 не планарен.
16 (2 балла). Даны натуральные числа n и d. Докажите, что если любые k (1 6 k 6 n)

юношей знакомы в совокупности не менее чем с k − d девушками, то n − d юношей могут
выбрать себе невест из числа знакомых.

17 (2 балла). Квадратный лист бумаги разбит на сто многоугольников одинаковой площади
с одной стороны и на сто других той же площади с обратной стороны. Докажите, что этот
квадрат можно проткнуть ста иголками так, что каждый из двухсот многоугольников будет
проткнут по разу.


